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Аннотации: в статье рассматриваются свой-
ства вписанного и одновременно описанного 
четырёхугольника. Равнобедренная трапеция 
как частный случай этого четырёхугольника 
встречается в заданиях ЕГЭ. 

Четырёхугольники бывают вписанные, 
описанные, выпуклые и пр. Некоторые 
имеют собственные названия. Но среди 
них есть интересный четырёхугольник, 
который вписан и одновременно описан. 
Назовём такой «законопослушный» четы-
рёхугольник клумбовым. Отметим, что 
клумбовые четырёхугольники существу-
ют. Таковыми, например, будут все ква-
драты, а также равнобедренные трапеции, 
у которых сумма оснований равна сумме | 
боковых сторон. Однако есть много клум-
бовых четырёхугольников достаточно про-
извольной формы. Покажем, что можно 
построить клумбовый четырёхугольник, 
если известны его сторона и два приле-
жащих к ней угла. Алгоритм построения 
несложен. Пусть дана сторона АВ и два 
прилежащих угла а и Р (рис. 1). 

Построив биссектрисы этих углов, по-
лучим центр вписанной окружности О, а 
затем (опустив перпендикуляры на сторо-
ны АВ, ВС, АО) и её радиус ОР = 0(? = 
= ОТ. При этом Р, ф, Т - это точки каса-
ния вписанной окружности со сторонами 
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четырёхугольника. Далее, так как сумма 
противоположных углов четырёхугольни-
ка равна 180°, то учитывая, что радиу-
сы перпендикулярны сторонам, получаем 
равенство углов: АРОТ = (3, ^ РОЦ = а. 
Значит, в точке О следует построить угол 
а, отложив его от стороны 0<5. Таким об-
разом, получаем точку касания Р, после 
чего строим оставшуюся сторону четырёх-
угольника СО. 
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Столь же просто строится клумбовый 
четырёхугольник, если известны радиус 
вписанной в него окружности и два угла 
четырёхугольника, прилежащих к одной 
стороне. В этом случае строим три радиу-
са ОТ, ОР, ОЯ так, чтобы /.РОТ = р, а 
/РОС) - а, а затем строим угол /ТОР = 
= 180° - а. Получив все точки касания, 
достраиваем сам четырёхугольник. 

Остановимся теперь на метрических 
соотношениях, связывающих элементы 
клумбового четырёхугольника. Для этого 
составим систему равенств: 

Ъ + д, = а + с 
<Ъс1 + ас = 

Ь2 + б 2 - (а2 + с2) = 2о^2 со8ср, 
где первое уравнение - это условие впи-
санности окружности в четырёхугольник, 
второе - теорема Птолемея для вписанно-
го четырёхугольника, а третье легко мо-
жет быть получено, если записать теорему 
косинусов для четырёх треугольников, на 
которые наш четырёхугольник разбивает-
ся своими диагоналями (ф — угол между 
диагоналями и лежащий напро-
тив стороны а). Возведя в квадрат первое 
уравнение, получим равенство: 

Ъ2 + а2 - (а2 + с2) = 2ас - 2Ы. 
Тогда система приобретает вид 

[Ьй + ас = 
[ас -Ъс1 = со 8 ф. 

Складывая эти уравнения и вычитая из 
первого второе, получим систему 

ас = сое2 ~ 
2 

Ъд, = з т 2 

Наконец, разделив одно уравнение на 
Ъй , 2 ф другое, получим соотношение — = —, 
ас 2 

выражающее угол между диагоналями 
через стороны четырёхугольника. Если 
же перемножить уравнения системы, то 

, , ,2 ,2 3 1 П ф получится равенство аЬса - а^ а2 —11, 

из которого вытекает формула площади 
четырёхугольника 

8 = — з т ф = \1аЪсс1 (1) 

- это та единственная формула, которую 
можно встретить в литературе для этого 
вида четырёхугольников. 

Выразим теперь стороны клумбового 
четырёхугольника через радиус вписан-
ной окружности и два известных угла а 
и р. Обозначив АР - х, ВР = у, С С? = г, 
БТ = I (рис. 1), получим: 

а 

а В г = г-Х,%-, I = г • — . (2) 

Из последних соотношений легко полу-
чаем формулы для сторон четырёхуголь-
ника: 

с о л А 
а = г • 

с = г • 

, а * Р Ъ = г • *. а * Р 
а * Р 
"2 2 

. (3) 

Кроме того, учитывая, что 
2 а а 

2 2 81П а 
В В 2 и Ье - + = . 
2 2 з т р 

находим полупериметр и площадь клум-
бового четырёхугольника 

/ л \ 
р = 2г 

8 = 2г> 

в ш а з т р 

з т а + з т р 
(4) з т а з т р 

Выразим теперь радиус описанной 
около нашего четырёхугольника окруж-
ности. Из теоремы синусов следует, что 

= 2К з т а и 6,2 - 2К з т р. Найдём 
сумму произведений противоположных 
сторон, воспользовавшись полученными 
выше формулами: 
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ас + ЪЛ-Ат^+г2 
г, а , 

~2+ ^ 
(3 (3Л 

После подстановки в формулу из теоремы 
Птолемея и тригонометрических преобра-
зований получаем формулу для радиуса 
описанной окружности: 

Д̂ + 81П а • 81П (3 К (5) 
8 1 П а • 8 1 П Р 

Если обозначить произведение синусов 
8Ш а • 8ш р = I, I е (0; 1] то 

л/Г+7 |Т Г г = г. —+ -, К 
I \Г * 

откуда следует, что В > г\!2, причём ра-
венство возможно только для квадрата. 

Записав формулы для сторон в не-
сколько ином виде 

81П 
ос + р 

СО 8 
а - р 

а = г • . а . р 
81П — • 81П — 

2 2 
а . Р ' 

С 0 8 — • 8 1 П — 
2 2 

81П 
а + Р 

С 0 8 
а 

с = г • а р 
С 0 8 — • С 0 8 — 

2 2 

а а р ' 
8 1 П — • С 0 8 — 

2 2 
получаем дополнительные соотношения 
для данных четырёхугольников 

а - р 
/ Г Т С 0 8 ф \Ъа _ 2 
ас а + р ' 

8 1 П 

с а 6 
а 1Ё 2 

(аналогичная формула для трапеции при-
водится в задаче 6.7 из известного сбор-
ника [1]). 

Четырёхугольники АРОТ, РВС^О, ОСЮ, 
РБТО являются дельтоидами, площади 
которых, соответственно, равны: 8г = хг, 
82 = уг, 83 = гг, 84 = 1г. Учитывая соотноше-
ния (2), получаем следующие равенства 

8г • 83 = 8 2 ' = г > 
8^ 83 "Ь 82 84 — 8, 

1 1 1 
— + — + — 

8о 8Ч 8, 
8_ 
„4 (6) _ 1 _ 

° 4 г ' 

Следующий набор формул связан с 
вневписанными окружностями для этих 
четырёхугольников. 

На рисунке 2 показаны два центра Оь 
и Ос вневписанных окружностей, каса-
ющихся, соответственно, сторон Ь и с. 
Пусть рь и рс их радиусы, а К — точка 
касания вневписанной окружности с цен-
тром в точке Ос со стороной СО. Тогда 

^ . я / П Г . К - / С Л Т ? = — 
2 и, следовательно, 

с - СК + КО = рс 

С учётом равенства (3) получаем: 

* а * Р 

4- 01 4. Р = Р С 

откуда следует, что рс 

. а * Р 
2̂  2 

, а В 
V 

Аналогично можно получить формулы 
для других радиусов: 

а Р 

Р ъ = г ' 

^ 
Ра а 

Таким образом, получаем следующие 
выражения для радиусов вневписанных 
окружностей: 
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Ра • Рс = Рь • Ра = г . 
Ра + Рь + Рс + Ра = г • /(«. Р). 

1 1 1 1 /(а,|3) — + — + — + — = , 
Ра Рь Рс Ра г 

+ — + — + — = Ра+Рь+Рс+Рд 

Ра РЬ Рс РЛ Г2 

где 

53 

Полученные выше формулы для этих 
четырёхугольников позволяют расширить 
спектр задач и для факультативных за-
нятий, и для занятий по олимпиадной те-
матике. Формулы выглядят проще в част-
ных случаях. А именно, при равенстве 
двух углов мы имеем дело с трапецией, 
а при равенстве одного из углов 90° -
с дельтоидом. 
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